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Ueber die complexe Multiplication der elliptischen Functionen, 
Von 
G. Pier: in Prag. 
Das vorwiegende Ziel der fo/genden Untersuchung ist, einen ein- 
fachen Beweis f(ir jenen tIauptsatz aus der Theorie der complexen 
Multiplication zu geben, welcher gelegentlich yon Abel*),  angedeutet, 
spiiterhin yon Herrn K r o n e cke r**) nebst einer grossen Zahl weiterer 
Eigenschaften der Gteichungen flit die singul~iren Moduln eingehend 
erSrtert worden ist. Es hat jedoch his heute an einer zusammen- 
hiingenden und sysiematischen Behandlung des Gegenstandes gefehlt. 
Nimmt man hinzu~ dass die neueren Fortschritte der Theorie der 
elliptischen Fuuetio~mn zu einer Umarbeitung jener Resultate in dem 
Sinne herausfordern, dass vor dem Eingehen auf ~2 und hShere 
Funetio~mn des Periodenquotienten zuniichst die absolute Invariante 
J***) in Betraeht gezogen wird, so dfirfte der nachfolgende Versueh 
gerechtfertigt erseheinen. 
Es sehien indess nicht blos der Vollsti~ndigkeit wegen passend, 
einige Angaben hinsichtlich der Aufstellung der Gleichungen der com- 
plexen Multiplication vorausgehen zu lassem Denn obzwar, nament- 
lich durch Hrn. Her mi t e ~')~ in dieser Hinsicht alles Wiinschenswerthe 
sehon bekannt geworden ist, so kolmte doch hier ein kfirzeres Ver- 
fahren eingeschlagen werden, well es heute unbedenklieh erschein~, 
von den Modulargleichungen fiir J selbst den Ausgang zu nehmen. 
Hinsichtlich der Voraussetzut~gen, welche zum Beweise des Haupt- 
satzes gemaeht wurden, sei t'olgendes erw~ihnt. Die Theorie der Com- 
position quadratischer Formen, wie sie in den Vor]esungen iiber Zahlen- 
theorie yon D i r i ch le t -Dedek ind  im X. Supplement dargestellt ist, 
*) ,,Solution d'un probl~mo etc." Oeuvres eompl, S. 426. 
**) Berliner Monatsberichte, Bdd. 1857, 186% e~c. 
***) Nach der Bezeichnung von Hrn. Klein. Ygl. Math. Ann. Bd. XIV'- 
,,Ueber die Transformation dot eltiptischen Functionen etc." 
i') Comptes Rendus, t. 48, 49. (1859.) 
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wurde im Sbme tier Anmerku,g auf Seite 3~8 modificirt gedaeht, um 
fibemll Formen erster und zweiter Art gemeinsam behandeln zu kSnnen. 
Es darf ferner hervorgehoben werden, dass yon einem Gebrauche 
des Satzes, dass durch jede Classe primitiver Formen Primzahten dar- 
gestelIt werden kSnnen, Umgang genommet~ worden isL 
Hinsichtlieh der weiteren A~sftlhrung der Theorie, namentlich in 
Hinblick auf die irreducibilitSt und jene Zerlegung der Gleichungen 
complexer Multiplication, welche den Geschlechtern tier quadratisehen 
Formen entspricht, sei es gestattet, auf die Abhandlungen yon Herrn ' 
Weber  zu verweisen, welche nach tier gfitigen Mittheilung des Ver- 
fassers demn~chst in den ,,Aeta mathematica" erscheinen sollen. 
1.  
Wenn fflr das Argument co der elliptischen Modulfunction J(co) 
die mit positivem imagin~ren Bestandtheil versehene Wurzel einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung 
(l) A + B~ + Co ~--  0 
(yon negativer Determinante) gesetzt wird, so kann d(co) selbst ~ls 
,,singuliirer Modul" bezeichnet werden, analog der sonst for die GrSsse 
x 2 ilblichen Spreehweise. Es empfiehlt sich indess ~nstatt d(co) die 
Function 
j(eo) = 1728 J(co) 
einzufithren, weil die singuliiren j(eo)ganze algebraische Zahlen sind, 
wie sich in der Folge zeigen wird. 
Wit donken uns die Gleichungen yon der Form (1) immer so 
gesehrieben, dass A, B, C ohlte gemeinsamen Theiter und dass A 
und C positiv sind. Wir werden uns dann des Ausdrucks bedienen, 
j(co) gehSre zur Determinante 
- -  & == B 2 - 4AC,  
und werden bis~veilen zwischen singul'iiren Moduln erster und zweiter 
Art unterscheiden, je nachdem die Form 
LA, B, C] ---- Ao,~ +/3m1% + Co0,? 
yon der ersten oder zweiten Art ist. 
Einige Eigenschaften der Modulargleichungen si d fiir das folgende 
yon Interesse. Bedeuten a, b, c, dv ier  ganze Zablen ohne gemein- 
s~men Theiler yon der Determinante 
0 
ad~bc=n > O, 
so besitzt die algebraische Gleichung ep, , ( j , j ' )~  0 zwischen 
j ~---j(o) 
und 
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fblgende Besehaffenheit: Der Coefficient der hSchsten vorkommenden 
Potenz yon j '  ist gleich Eins, w~hrend die Coefficienten der tibrigen 
Potenzen ganze Functionen yon j mit ganzzah]igen Coefficienten sind. 
Ersetzt man ferner in 
. , ( j ,  j') --~- 0 
j und j '  durch denselben Buchstaben x, so erhMt man eine ganz- 
zahlige Gleichung fiir x, deren hSchster Coefficient gIeich Eins ist; 
und zwar oime Weiteres im Allgememet b im Falle aber, dass n eine 
gerade Potenz elmer Primzahl s ist, nach Weghebung des allen 
Gliedern gemeinsamen Factors p. Von der gichtigkeit dieser Betmup- 
tungen tiberzeugt man sich, wenn man die ~'orm der Reihenentwieklang 
in welcher y~, 7~, . . .  ganze Zahlcn bedeute~l, un4 die golle in Be- 
tracht zieht, welche dieselbe bet der wirklichen Aufstellung der Modular- 
gleiehungen spielt. 
Zu jeder Classe primitiver Formen gehSrt ein bestimmter singuliirer 
Werth yon j(co), und umgekehrt. Es ist daraus die Bereehtigung des 
Ausdrucks klar, dass j (a)mit  ether bestimmten Classe componirt wird etc. 
In der That tritt fiir singulii, re Moduln die Transforraation i Be/lehung 
zur Composition, wie genauer durch den folgendett Satz dargethan wird: 
Dutch Transformation  ~ Ordngng entstehen ~us dam singulg~ren 
Modul j (~) yon der Determinanle - -A  alle und nut diejenigen zu 
derselben Determinante geh6rigen Moduln, welche zahtentheoretisch aus 
j(co) d~rch Composition mit denjenigen Formen der Determinante - -A  
hervorgehen, durch welche n eigentlich durstellbar ist. 
Um diesen far die Folge wichtigen Sat~z zu beweisen, erinnern 
wit daran, dass jedenfalls alle nicht ~quivalenten Werthe des Lrans- 
formirten Periodenquotienten gefunden werden, indem man yon den 
siimmtlichen mit dem urspr~ingliehen co iiqniwtenten Werthen die 
n t~ Theile nimmt. Also sind i .  unserem Falle alle Formen der zu 
j(co) gehSrigen Classe hinsiehflich tier Substitution 
(01 ~ COl ' ,  
t 
F.O 2 ~ n ~ CO 2 
zu untersuchen. Es set nun 
eine solche Form, so geht aus ihr die folgende 
[/)_ ~Q ~'"]_ 
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hervor, unter r den grSssten gemeinsamen Theiler yon 19, n Q, n2I~ 
verstanden. Soll nun die neue Form zu derselben Determimmte - -A  
gehSren~ so ergiebt sich v = n, so (lass (lie Form lau~et: 
Q, 
Es ist aber augenseheinlich das Resultat der Composition yon 
ebenfalls 
[19, Q, /~] und [ -~,  Q, n] 
Umgekehrt, sei n durch eine Form der Determinante - -A  eigentlich 
darstellbar, so existir~ eine Form dei" Gestalt 
[19, q, R], 
worin 19 durch n theilbar ist und -~F, Q,/~n ohne gemeinsanien Di- 
visor sind, in jeder Classe der De~erminante - -  A. Denn'um [A, _B, C] 
mit [l, m,n] nach Dir ich let 'scher  Methode zu componiren, kann 
man zunitchsL eine zu [A, B, C] ~iqaivalente Form [Pj, Q,, It] so 
wKhlen, dass R gegen n relativ prim ist; dann abet wird nach LSsung 
der vertraglichen Congruenzen 
Q ~ Q, (mod. 2R), 
Q ~ re(rood. 2n), 
[P,, Qi, 22] 5iquivalent mit [P, Q, R], 
und das Resultat der Composltion wird die Form 
deren Wurzel aus der yon [t)i, Q, /7] auch durch Trans/brmafion 
n re' Ordnung hervorgeh~. 
Zur Vervollst~ndigung des auf solche Weise begriindeten Satzea 
fragen wir noch, in welcher Mul~iplicit:.it jede der so eharakterisirten 
Wurzeln yon 
r  ( j ,  j') = 0 
auftritt. Versteht man uuter 09 das Argument yon j ,  so stellen be- 
kanntlich 
- -  CO und  
dann und nut dann verschiedene g pr'Xsentanten dar, wenn 
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r ) 0 (rood. n) 
is~- Sind also [P, Q, R] und [1)', Q',/~'] zwei iiquivalenle Formen 
der  D&erminante - -  A, worin ~P und iP' dareh n theilbar, 
o,.],  ,,o3 
die zugehSrigen transformirenden Compositionsformen, und endlich 
die Substitution, wdche [1 )', Q',/~'J m [_P, (2, B] iiberfiihr~, so hat 
m~n nut die Beschaffenheit yon 7 hinsichtlich des Moduls n zu unter- 
suchen. 
odor 
und 
also 
Es ist abet 
Q = 2 i~ + Q'("~' + fir) + 2B '~O,  
Q, - -  Q' ~ 2P ' . f l  + 2 Q'flr + 2Ir 
--- 2P '~ + 2r((2'r + l~'a) 
P~ .P'." + 7(Q'" + R'~,), 
0 - Q' ~ 2~(Q'p + B'~) } (mo,L ~0. 
o ~ ~r (q ' .  + _re'r) 
Aus der ersten dieser Congruenzen folgt, dass 
O' - Q (moO. 2 n), 
fMls 7 durch n theilbar ist. Umgekehrt, ist Q" - -  Q ein Multiplum 
yon 2n~ so eliminire man aus den beiden Congrueuzen einmai /U, 
das anderema] Q', wodurch man erhglt 
7" Q' ~ 0 ] (rood. ~). 
7 B '~0 ! 
Da nun Q' und R '  mit n (als Theiler vo, P')  keinea Factor ge- 
mein haben kSnnen, so folgt nothwelldig 
7 ~ 0 (rood. n). 
Also lief~rt die Composition mit zwei Formen, welche n darstdlen, 
denselbe~ od~ verschiedene Beprdsentanten~ jenachdem sic mit derselben 
odvr mit verschiedenen Wurzeln der Congruenz 
~2 = __ A (mod. 2n) 
gebildet sind. 
2. 
Sind 
J , ,  J ,  . . . ,  j,,,~ 
die siimmtlichen ha zur Determinante - -A  gehSrigen 
Moduln, so wird die Gleichung 
singul~ren 
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#~ (x) = (x - -  j , )  (x - j~) 9 9 (x - j~)  = 0 
die zur Determinante -A  gehSrige .Gleichung der complexen Multi- 
plication" geuannt. Die Mittel zur Aufstellung uud emige elemeatare 
Eigenschaften dieser Gleichungen so]len zun~chs~ erSrtert werden. 
Die Wurzeln der schon frfiher erw~ihn~en Gleichungen 
o~ (x,  x) = 0 
sind siimmtlieh singul~ire Moduln*). Denn soil eo mit 1_ y -b~ ~ ~+~ 
iiquivalent sein, so muss es offenbar einer g~nzzahllge, quadratischen 
Gleiehung ge,/igen. Um zu eutseheiden, dureh welche singuliire Mo- 
duln q)~(x, x )~-0  befriedig~ wird, hat man nacb dem fr~iheren ~ur 
zu fragen, welches die Det~rminanten -- A sind, dutch deren gaupt- 
ctassen n dar~tetlbar is~. Man erhi~lt deamach als l~oth~cnd~ge und 
hi,reiche,de Bedingu.g 
A t~ n=~-  +u", 
bzw, 
n = ~ - ( . - -  t,'-" + t, u, + u.~ ~, 
unter t, u, resp. tl, u~ ganze Zahlen ohne gemeinsamen Tbeiler ver- 
stamen, je n~chdem es sich um Moduln erster Art [A == 0 (,nod. 4)J 
oder solche zweiter Ar~ [A ~- - -  1 (rood. 4)] handett. Wir fragen 
ferner nach der Multiplicit.Xt der so bezeicbneten Wurzeln yon (t)(x,x)-=-O. 
DE nun 
a%(x ,  x) [ ~%( : ,  j ') ~%(j, Sl: 
[~%( j , j ' ,  ] 
- -~  2 t_--O~T----2:=:.=~, 
so sieht ma, ,  dass x dann und nut dann eine mehrfache Wurzel yon 
r  x) ~-- 0 ist, wenn j '  -~- x eine mehrfaehe Wurzel yon 
q~.,,(x,j') -~-  0 
ist. Hier tritt nun das am Schlusse des vorigen Paragraphen an- 
gegebene Criterium in Kraft;  und zwar ergiebt eine ganz einfache 
Discussion der Gleichungen 
A ul 3 + 27~, Q=2-s 
n ----T +/~,2, 
*) Vgl. hiezu uad wegen des folgenden ~ueh Gierster,  Math. Ann. XXI. 
,,Ueber Cl~ssenz~hlretationen". 
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resp. 
a(~ - -  #~' ,,ffi 1, 
Q = ~ - -4 - - -  
welche aussagen, dass [ Q~+A ] 4n ' Q' n der beziiglichen Hauptclasse 
angehSrt, folgendes: Die einfachen Wurzeln yon ~(x ,x )~f f i0  sind 
1) Die zur Determinante - -4n  gehSrigen singuliiren Moduln 
(erster Art), 
2) wenn • ~- --  1 (rood. 4), die zur Determitiante -- n gehSrigen 
Moduln (zweiter Art); hievon ist jedoch der Fall auszunehmen, 
dass n das dreifache ines vollstiindige~l Quadrates i t, in welchem 
niimlich diese Moduh, dreifache Wurzelu votl ~n(x, x)=ffi 0 si,,(i. 
Hieraus ergeben sich tblgende Regeln zur Gewinnung (let (;lei- 
chungen der complexen Multiplication:*) 
1) Wenn A ~-_ (), 4, 8 (rood. 16), erhiilt nm, das Polyitom F,~(x), 
indem man in bekannter Weise aus ~ (z, x) das Product 
V 
der einfachen Linearfactoren abscheidet. 
2) Wenn A ~__  4 (rood..16), ergiebt eben dieses Verfahren zu- 
niichst ~'~(x). F5  (x); hier ist damt das Polynom r x) -~- te 
zu Bilfe zu nehmen, welches dutch FA (x) theilbar, gegeu -~- 
F~(x) jedoch theileffremd ist. Hierdurch ist auch zugleich 
3) Der Fall A ~ - -  1 (rood. 4) erledigt, wofern nicht 
4) A_  - -  1 (rood. 4) das dreifache eines vollstiindigen Quadrats 
ist. Dann aber erhiilt man /;'A(x) als Product der in r x) 
dreifach auftretenden Linearf~t(:toren, wie leicht zu sehen ist. 
Aus einer friiher angegebezJen Eigenschaft der Gleichungen 
~n(x, x)= 0 folgt, dass die singul~ren ModuIn gauze algebraische 
Zahlen sind. 
Die Gleichungen Fs(~:)~ffi 0 lassen sich demnach so schretbev, 
dass der Coefficient der hi~chsten vorkommenden Pote,z yon x gleieh 
Eins, die tibrigen gauze rationale Zahlen sind. 
Hinsichtlich der Realitiit der singuliiren Moduln liisst ~ieh noeh 
ein sehr einfaches Gesetz angeben, ist niimlich j(o~) reell, so liegt 
einer der zugehi~rigen Werthe des Arguments 0~ auf der Axe tier ima- 
' it giniiren Zahlen oder auf einer zu  ihr im Abstande - -~-paxaUelen 
Geraden. Die zugehSrige Form [P, Q, 1/] besitzt dana offeubar die 
Eigensehaft, dass 
*~ Wobei jedoeh yon den Werthea j - -  17"28 undo abge~ehon i~t. 
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Q ~- 0 (rood./~) 
ist. Umgekehrt giebt es in jeder ambigen Clu,~se ~'ormen, welche 
diese Eigenschaf~ besitzen. Es folgt somit: 
Die reellen singul~iren Moduln geh6ren zu den ambigen Classen und 
umgekehrt. 
3. 
Wir unterwerfen un irgend elne Wurzel J0 der Gleiehung 
F~(x) -~ 0 
einer Transformation yon dem ungeraden Primzah]grade p, wobei _p 
nieht in A enthalten und ( -~- )=+1 sein soil. Unter den Wurze]n 
j '  der Gleichung 
r (j,, , j') - ~  0 
befinden sich nach den Ausffihrungen des ersten Paragraphen zwei 
welche zugleich der Gleichung 
.F~ (j ') -~ 0 
genfigen, ngmlich diejenigen, welehe aus Jo dureh Composition mit 
den 1~'o rn len  
I Q: a + e, 4/0 ) 
hervorgehen, wo selbstverst~indlich 
Q~ ~- - A (rood. 2p). 
Weml mm ers~ens eir3e dieser Formel~ (und fl)lglich bmde) der 
a.tbigen Classe P "mgehSrt~ so sind jene beideu Wurzeln j '  einander 
gleich und die Gleichungen 
s (j') = [0, 
Op(jo, j') --~ 0 
besitzen nur eine gemeinsame LSsung jj, welehe sich folglich als 
rationale~ Ftmetion yon .j~) mlt rationalen Zahleneoeffieienten dar- 
stellen l~iss~: 
J~ ~ -P(Jo)- 
Die Berech~igung diese Relation so zu bezeichnen ist klar; denn 
die beiden Gleichungen, deren gemeinsamer Linearfactor 
j ' -  ~(:o) 
ist, sind ganz unahh~ngig yon der Wahl des Moduls Jo, und nur be- 
stimmt dm'ch Angabe yon .v, oder, was bier dasse]be ist, der Form ]J. 
Ist zweitens keine der beiden p darstelienden Formenclassen ambig, 
so slnd diese]ben verschieden und kSnnen mit den Symbolen 
/) und jp-1 
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bezeichnet werden. Dann ist der grSsste gemeinsame Theiler yon 
_F,c(j') uud (1)=o(jo,j') ein Polynom zweiten Grades in j" mit rationalen 
ganzzahligea Functionen yon j~, als Coefficienten: 
j,2 + A( jo) j ,  + B(j0); 
setzt man dieses Polynom gleich Null, so besitzt die entstandene 
Gleichung die Wurzeln j , ,  j - l ,  welehe symbolisch dutch 
J, = "P " Jo , 
j _ l=P  l.jo 
zu bezeichnen sind. 
Es folgt nun unmittelbar, dass die Wurzeln der Gleichung 
j,2 + A( j , ) j '  + B(j , )  = 0 
folgende GrSssen sind: 
V " P "Jo =J~ = P~- "J,,, 
P - '  2 .  j,, = J0, 
und so fort. Wit kSnnen also sagen, dass aus der Reihe der GrSsse~ 
(I) . . . j -e ,  j - l ,  Jo, J,, J~, . . . ,* )  
welche aus einer yon ihJaea, etwa Jo, durch wiederholte Composition 
mit der Form /J hervorgehen: 
j r=  Pr ' jo ,  
je zwei, deren Index um Zwei versehieden ist, Wurzeln einer Gleiehung 
sind, deren Coefficienten rational miLtelst ratiotmlen Zahlen it1 der 
dazwischenliegenden GrSsse darstellbar sin(l. Offenbar folgt ferner, 
dass durch zwei aufeinanderfolgende Glieder jener geihe jedes andere 
rational (und mit ra~ionalen Zahlencoefficientetl) ausgedrfickt werden 
kann :
j,~+r --~ V,(j,, j,+a), 
wobei die Form der Function C~ einzig yon dem Index r abhiingig ist. 
Die quadratischen Gleiehungen, welehe auf solche Weise erhalten 
sind, lassen sich nun dutch ein eige~thfimliches Verfahrea aufl5sen. 
Es sei pZ die niedrigste Potenz yon p,  welche d~lrch die Hauptclasse 
darstellbar ist, so dass also I -) zum Exponenten ~ gehSrt. Unter 
dieser Voraussetzung wiederholen sich die GrSssen der Reihe (I) immer 
nach je ~ Gliedern. Es ist also 
j~+~ --~- j , ,  
und niitzlich zu bemerken, dass 2 :> 2 is~, well andernfalls die Form 
P ambig w~re. Zu jeder Transtbrmation _p~ten Grades, dutch welche 
aus j~ wieder j ,  (=  j~+z) hervorgeht, gehSrt ein bestimrnter Multipli- 
cator, auf dessen Bereehnung es fiir (lie Erledigung unserer Absieht 
*) Wegen dieses Arrangements vgl. Jo ub e r~, Comlotes Rendus, t. 50 (1860). 
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ankommi. Bezeiehnet man aligemein mit M den Multiplicator ether 
Transformation nten Grades 
eol'~--- ar I q- be%, 
~h' --~ cr q- de%, 
bet weleher 
ein zul~issiges Werthesystem bilde~ so isg 
.~.~O~ l ~ G~I' ~ 
Mfo  2 ~ cD2P:~ 
also zuMichst 
M~a q-beoo 
Bildet man nun mit Hfilfe der Modulargleichung 
q)~(j, j ') ~-- 0 
dj. 
den DifferelJtialquotientell ~ ftir die betrachteten SpeciMwerthe 
j ~ j '  ~---- j(eo), 
so ergiebt sich mit Rficksicht auf 
r eq-do~ 
a.q-b~ '
an welche Relation ja auch die beaachbarteu Werthe ~tebuuden siad~ 
d j" do~" 
( -g f  ) j '=, - -  d~ ' 
odt,r 
(~1) d j" 
In dem speeiellen Falle unserer Trtmsformation von der OrdnuJ~g 
p~, stellt nun das Werthesystem j ~ j~,  j '  ~.~-j~ eiuen Doppelpunkt 
der Curve 
r  j')---- 0 
dar, weil nach den hn ersten ParagraphelJ eutwickelten Criterlet, 
x ~ j~ eine doppelt z~ihlende Wurzel jeder der beideit Gleichungen 
%;.(x, j~) = O, %~ (j,, x) -~ 0 
bildet. Hier besitzt also die linke Seite der Gleichung (M) zwei Werthe, 
und entsprechelJd muss auch dg ~ fiir diesen Fall eine zweideutige GrSsse 
seil~. Es kommt ~lun alles darauf an, jene Gleiehung durch geuaue 
*) Vgl. die allgemeine Formel z. B. bet Hurwi fz .  Math. Ann. Bd. XVIII, 
,,Independeate Theorie der Modalfunctionen etc" Sie ist bier yon Anf~ng her- 
geleitet word,a, well ohnedles fiber eine eveatuell hiazutretende 6L~ Worzel der 
Einheit Zweifel entstehen k6nntea. 
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Bestimmut~g heider Seiten aus einer scheinbar vierdeutigen Beziehung 
in zwei eindeutige zu verwandeln. Zu diesem Zwecke zerlegen wir 
die in l~etle stehende Transformation pzte, Ordnung in jene 2 Trans- 
formaLionen ptor Ordnung, welche Z aufeinanderfolgenden Compositionez~ 
mit der Form P ~iquivalen~ sind. Die GrSsse jr geht danrL (lurch die 
I~eihe tier Zwischengr5ssen 
j r+l ,  j~+~, ' "' ,  j~+~-i 
in j.+~ ~ jr selbst tiber. Die im Sinne der Gleichung 
%(j ,  j ' )  --- o 
gebildeten Di~brenti~lquotienten 
(~J )5=:,+e 
J'=:x+r 
sind eindeutig dureh die jeweils be~heiligteu Argumente bestimm~, und 
das Product 
r = o f =j~+C.~q 
stellt eiue~ der beiden Werbhe der linken Seite yon (M) dar. Den 
zugebSrigen Werth yon M 'z erh~lt man wohl am kiirzesten dureh des 
folgende Verfahren. Es sei 
eine Form der Classe 2 ,  
eiue tier zu j~. gehSrigen Formen. In solche Gestalt lessen sich Formell 
der betreffe~Jde. ('lassen stets bringen, wie eine g~nz elemeatare Uvber- 
legung zeigt. Es geht IMp ~, (2, _N] in die ~quiv~lente Form tiber 
durch )~-malige Composition mit [MNp ~-*, (2, P~, oder durch eiu- 
malige Compositioil mit [3/, ~V, Q,/0~]. Man erh~lt (lurch Zusammen- 
ziehung ~ller bei diesen Compositionen auftretenden Identiti~ten: 
( c~ ( oo~" , 
s, )I 
_~ , . ~ ~ '+ 
wo ~(z), ~(*) die beiden Wurzeln der Form 
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IMp ~, Q, N] 
rot, e%; r , e%'; ~i, ~2~ Q/, Qe' dagegen Ver~inderliche bedeuten, 
welche an die /blgenden Relationen geb~nden siad. Es ist ers~ens aus 
co(, ca/ vermittels5 der GrSssen Q~'~ Q( ein neues Zahlenpaar 
ca(' __-- (Q~ + p~)  ca~' + hrg~ . ~',  
zu bilden, dann aus diesem ein weiteres 
co(" = (r + pft.,) %" + N/~ f~ 9 %", 
~o(" ----- - -3 / /ox -~f~ 9 ca~" + f~ - co(', 
und ghnlich fortzufahren; das auf solehe Weise erhaltene Zahlenpaar 
eot,~+~) ' ~%(~+t) ist nun gleich zu seizen den Ausdrtieken 
(Qg~ +.p~9~) 9 ,o~ + lV~ t 9 ca.2, 
- -  -M 'QI  " ca! ~' -  ~'22 " ca2" 
Es sei jetzt 
Qj'~---0, Qz '~- l ,  
und fiir QI, Q2 ein Zahlenpaur t, u genommen, welches eine Dar- 
stellung der Zahl 1 dutch die Form [M~Y, Q, pa] vermitteli. Dann 
gehen die ][dentit~ten fiber in 
whhrend die zugehSrigen I~e]ationen jeLzL eint'aq.h lauten 
px.  ~t' -~- (Qt +pxt )  cal + 2it .  ~.~, 
~2' ~ - -  Mr.  ca~ + u 9 ca.:. 
Da nun 
(Qt + p~u) . u -- Nt  (-- Mt)  ~ M_Nt 2 + Qtu + p~u "~ 
den Werth Eins besitzt, so stellen diese l~ela~ionen nichts anderes uis 
eine Transformation p~t~ Ord~ung vor. Es zeigt ferl~er die ersLe der 
Identit'~ten, dass fiir 
auch 
wird. Se~z~ man endlich, dlese SpeciMwer~he im Auge behal~end, 
03 j  ~ _ -~ 9 C01' ~ 
tO 2 ~ .~ 9 fl,~2 v 
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in die zweite Identit~t ein, so erh~lt man ftir den Multiplicator 
Io z 
M~ 
Q +//:-h 
2 
Dieser Werth is~ nun in der Thai bis auf sein Vorzeichen un- 
ver~nderlich, wenn auch fiir Q(, Q2' ein anderes Zahlenpaar, welches 
eine Darstellung yon p durch die Form [M~Tp a-l, Q, p] bitdet, flit 
t, u ein anderes Zahlenpaar, welches eine DarsteJlung yon I dutch 
[MN,  (2, pz] bildet, eingesetzr wird. Und ferner ist unmittelbar er- 
sichtlich, dass der gefundene Mul~iplicator einzig und aliein yon den 
Zahlen p, Q, das heisst yon der Form P abhiingig ist, uad zwar so, 
dass er, yore Vorzeichen abgesehen, in dea conjugirten Werth fiber- 
geht, wenn man das Vorzeichen yon Q iinderl, also /~ in /~-1 fiber- 
gehen l~sst. 
Man drficke nun in der Gleichung 
~,--1 
J':Jg+~?+l 
die GrSssen j~+~, j,+a, . . . ,  j,+z-1 in der frtiher besprochenen Weise 
dutch j~ und j~+l aus. Dann stellt diese G]eichung eine Bestimmungs- 
gleichmJg fiir 
j .  
vor, weicher nicht zugleieh (lurch 
geniigt wird, well nach der obigen AuseinanderseCzung mit dem Ueber- 
gange yon 1~ ii~ 1 ~ auch die rechte Seite der Gleichang in dea con- 
jugirten WerLh sich verwandelt. Daher kann mall mit Zuhilfe- 
nahme VOlt 
.2 3.+~ + a( j . ) j , ,+,  + B( j . )  = 0 
j,+~ rational durch j ,  ausdrticken, wobei aber die Coefficienten mit 
der IrrationalitSt y ' - - /x  behaf~et erscheinen: 
Wit sind nun in der Lage folgendermassen zusafi~menzufassen: 
Jeder symbolischen Relation 
entspricht eine wirkliche 
j '=  2(j), 
wobei t)(z) eine dutch die Formenclasse 1) vollstgndig bestimmte*) 
rationale l~unction bedeutet, deren Coefficienten dem ZahlenkSrloer an- 
geh6ren, welcher dutch ~/--A bezeiehnct is . 
*) Bis auf Ver~nderungen mittelst der Gleichung /~(3) ~- 0. 
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Es seien nun j und j '  zwei beliebig ausgewghtte Wurzeln yon 
F~ (x) = o, 
und es sei A die Formenelasse, mit weleher j zu componiren ist, um 
in j '  iiberzugehen: 
y------A . j  
in symboliseher Sehreibweise. Es sei ferner die der Classe A un- 
gehSrige Form 
[M, Q, a] 
so ausgew~hlt~ dass 
a ~ ~v ~ 9 io '~' 9 9 
eine ungerade gegen A theilerfremde Zahl ist. Man hat dann 
o, 
oder 
A ~/~.  P'~' . . . ,  
wo somit /~, P', . . .  Formenclassen bezeichnen, dutch welche be- 
ziehungsweise die Primzahlen p,p '~. . ,  darstelibar sin& |)ureh wieder- 
holte Anwendung des "ira vorigen Paragrapheu bewiesenen Satzes ist 
es nun offenbar mSglich, die Grgsse 
j ' ~  i , ' - . . . j  
rational mit in 11/--A ra.tiona~en Coefficienten dutch j auszudri~cIcen: 
j '  = A (j). 
Zugleieh wird ersichtlich, dass die Function A(z) nur yon der 
Formenelasse A uud nich~ yon j abh~i,gig ist, weft auch die Func- 
tionen :P(z), JP'(z), . . . ,  aus welchen sic sich zusammensetzt, den 
Formenclassen 2 ,  /~', . . .  correspondiren, and yon den jeweiligen 
Argumenten una, bhiingig sind. Die verschiedenen Zerlegungen der 
(31asse A, welehe dutch verschiedene Auswahl der darstellbaren Zahl a 
erhaltet~ werden kSu~en, fiihren nothwendig zu ideutischen P~esul~a~en 
hil~sichtlich der rutionaten Function A (z). Denn alle auf solche Weise 
sich ergebendeu Fuuctionen hewlrken bei den s~immttichen Wurze]n 
Yon 
immer dieselben We~'ti~nderungen~ a d sind also mit Riieksieht auf 
die Gleiehung identisch. 
J)as Sys~n der F~enctionen A 1 @), A.2(z)~ . . . ,  welches dutch die 
vorigen Betraeh~uugeu gefunden ist, bilde~ eine Gvul)pe, welche mit 
der ,,Grup~e der Coml~osition" fiix die Determinante ~ A holoedrisch 
isomor~oh ist. Denn offenbar folgt aus der l~elation 
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Ar , A~ ~- At 
zwischen drei Formenclassen~ die gleichbedeutende zwisehen den ent- 
sprechenden rationalen Functionen. 
Es iibertragen sich somit alle Eigenschaften der Grui)pe der Compo- 
sition auf die Gruppe jener Functionen. Ffir die Gleiehungen der 
complexen Multiplication kann man somit e~wa folgenden 8atz aus- 
sprechen : 
Die Gleichung 
~,~(x)  = 0 
wird durch Adjunction der Quadratwurzd aus -- A zu einer Abe l' schen 
Gleichung. 
Das ist, gleiebbedeutend mi~ dem Sa~ze, welchen Abe l  in der 
Form ausspriehi: 
.Toutes ces radars sont exprimables par des radicaux*)." 
Prag ,  im November 1884. 
*) Whhrend des Druckes vorliegender Untersuchung ist eine erste Abhand- 
lung yon ttrn. Weber erschienen (Aeta math. VI, 4), in weleher die Zerlegung 
der in l~ede stehenden Gleichungen ach den Geschlechtern der Formen gelehrt 
wird; hingegen sind die Bestimmung der Gruppe jener @leichungen und fernere 
algebraisch-zahlentheoretische Shtze flit eine zweite Abhandlung in Aussicht ge- 
stellt. Dutch briefliehe Mittheilang yon Hrn. Weber war ich in der angenehmen 
Lage die im Texte verwendeten Bezeichmmgen mit den seinigen insofern in Ueber- 
einstimmung zu bringen, als d(o)) an beiden Often dieselbe Bedeutung besitzt. 
Es sei noch erlaubt, auf eine inzwischen erschienene Note in den Berichten 
der s~ohsischen Gesellschaf~ d. Wissensehaften zu verweisen (8i~zung veto 
1'2. Januar 1885), in welcher lch einen Beweis fiir die irreducibilit~t der Glei- 
chungen der complexea Muttiplication in seinen Grundziigen zu geben versueht 
habe. 
[Febr. 1885.] 
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